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Re´sume´. En bas poids et sous des hypothe`ses convenables, nous prouvons
qu’il n’existe pas de repre´sentation p-adique ge´ome´trique irre´ductible de con-
ducteur 1 et de dimension 2 de GQ, conforme´ment a` une conjecture de Fontaine
et Mazur.
Summary. We prove that there is no geometric p-adic representation of the
Galois group of Q which is irreducible, of dimension 2, of conductor 1 and low
weight, according to a conjecture of Fontaine and Mazur.
1 Introduction et e´nonce´ du re´sultat principal.
Soient p un nombre premier et Qp le corps des nombres p-adiques. Soit Q une
cloˆture alge´brique de Q. On note GQ le groupe de Galois de Q/Q. Pour L
extension de Q contenue dans Q, on note GL le groupe de Galois de Q/L. On
de´signe par E une extension finie de Qp. Une repre´sentation p-adique de GQ a`
coefficients dans E est un homomorphisme continu ρ de GQ dans GLE(U), ou`
U est un E-espace vectoriel de dimension finie.
Une telle repre´sentation est ge´ome´trique si elle ve´rifie les deux conditions
suivantes ([11]):
- sa restriction a` un sous-groupe de de´composition Dp en p est potentielle-
ment semi-stable au sens de la the´orie de Fontaine (exp. 8 de [1]),
- il existe un ensemble fini S de nombres premiers tel que ρ soit non ramifie´e
en dehors de S ∪ {p}.
Une repre´sentation ge´ome´trique a un conducteur N(ρ) ([11]). Pour ℓ 6= p,
l’action du groupe de de´composition Dℓ sur U de´finit une action du groupe de
Weil-Deligne WDℓ sur U , donc la composante Nℓ = l
∗ en ℓ du conducteur N(ρ)
(Nℓ = 1 si ℓ /∈ S ∪ {p}). On a de meˆme une action du groupe de Weil-Deligne
WDp sur le module de Dieudonne´ filtre´ associe´ a` la restriction de ρ a` Dp, ce qui
de´finit la composante en p de N(ρ). En particulier, N(ρ) = 1 si et seulement si
ρ est cristalline en p et non ramifie´e hors de p.
Soit ρ : GQ → GLE(U) une repre´sentation p-adique a` coefficients dans
E. Il n’est pas difficile de voir que, si la restriction de ρ a` un sous-groupe
de de´composition Dp en p est de Hodge-Tate, les poids de Hodge-Tate de ρ,
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conside´re´e comme repre´sentation dans le Qp-espace vectoriel U , ont des multi-
plicite´s qui sont multiples de [E : Qp] (prop 1). On appelle poids de Hodge-Tate
de ρ ces poids, avec les multiplicite´s divise´es par [E : Qp].
Supposons ρ de dimension 2. Soit c ∈ GQ une conjugaison complexe. La
repre´sentation ρ est impaire si ρ(c) a comme valeurs propres 1 et −1, i.e. si ρ(c)
est de de´terminant −1.
Soit f = q + . . . + anq
n + . . . une forme modulaire primitive (parabolique,
propre pour les ope´rateurs de Hecke) de conducteur N(f) (sur Γ1(N(f))). No-
tons E(f) son corps de rationalite´, i.e. le corps engendre´ par les coefficients de
f et les valeurs du caracte`re de f . Le corps E(f) est une extension finie de Q.
Soit Qp une cloˆture alge´brique de Qp. On sait associer a` f et a` un plongement
i de E(f) dans Qp une repre´sentation p-adique ρf,i : GQ → GL2(E), E e´tant
l’adhe´rence de l’image de i. Elle est non ramifie´e en ℓ pour tout nombre premier
ℓ qui est distinct de p et ne divise pas N(f) et est caracte´rise´e par :
tr(ρ(Frobℓ)) = i(aℓ),
pour ces ℓ. De plus, ρf,i est absolument irre´ductible, impaire, ge´ome´trique
de conducteur N(f) et de poids de Hodge-Tate (0, k − 1).
Il est conjecture´ que, si ρ : GQ → GL2(E) est une repre´sentation absolument
irre´ductible, impaire, ge´ome´trique de conducteur N et de poids de Hodge-Tate
(0, k − 1), alors ρ est isomorphe a` ρf,i pour f forme primitive de conducteur
N et de poids k et i un plongement du corps de rationalite´ E(f) de f dans E
([11]).
Une forme primitive de conducteur 1 a un poids k pair. Soit ρ : GQ →
GL2(E) ge´ome´trique de conducteur 1 et de poids (0, k−1). Il n’est pas difficile de
prouver que det(ρ) = χk−1p , χp : GQ → Q∗p de´signant le caracte`re cyclotomique
(corollaire 1). On voit donc que ρ est impaire si et seulement si k est pair.
Comme il n’existe pas de forme primitive f de conducteur 1 et et poids k < 12,
la conjecture de Fontaine et Mazur pre´dit qu’il n’existe pas de ρ ge´ome´trique,
absolument irre´ductible de conducteur 1 et de poids (0, k− 1) pour k pair < 12.
Fontaine et Abrashkin ont prouve´ que, pour des p petits, il n’existe pas de
repre´sentation p-adique de GQ qui soit ge´ome´trique de conducteur 1, de poids
de Hodge-Tate petits, irre´ductible de dimension 6= 1 ([9],[10],[2]). Taylor a
prouve´ une version potentielle de la conjecture de Fontaine et Mazur ([24],[23]).
L’objet de cet article est de montrer que les the´ore`mes de Taylor, et de Fontaine
et Abrashkin, permettent de prouver dans certains cas cette inexistence de
repre´sentation de conducteur 1 et dimension 2.
En fait, on a un e´nonce´ concernant des repre´sentations qui ne sont pas
ne´cessairement semi-simples. Soit H1f (Q,Qp(m)) le Qp-espace vectoriel qui
classe les extensions de Qp par Qp(m) qui sont de conducteur 1. On sait que
H1f (Q,Qp(m)) est de dimension 1 si m est impair ≥ 3 et nul sinon (ceci re´sulte
essentiellement de travaux de Soule´ : remarque du 4.2. de [14], lemme 4.3.1. de
[3]). Il existe donc une repre´sentation p-adique Up,3 de GQ qui est ge´ome´trique
de conducteur 1 et qui est une extension non triviale d’une repre´sentation de di-
mension 1 avec action de GQ triviale, par une repre´sentation de dimension 1 avec
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action de GQ donne´e par χ
3
p. Cette repre´sentation est unique a` isomorphisme
pre`s. Nous prouvons :
The´ore`me 1 Soient E une extension finie de Qp, U un E-espace vectoriel de
dimension 2 et ρ : GQ → GLE(U) une repre´sentation p-adique a` coefficients
dans E. On suppose que ρ est ge´ome´trique de conducteur 1 de poids de Hodge-
Tate (0, k− 1) avec k = 2 ou k = 4 et que dans ce deuxie`me cas, que p soit ≥ 7.
Alors, ρ est isomorphe :
- si k = 2, a` E ⊕ E(1) (l’action GQ sur E e´tant triviale) ;
- si k = 4, soit a` E ⊕ E(3), soit a` E ⊗Qp Up,3.
Remarque. Le cas k = 1 est sans inte´reˆt, puisque si ρ : GQ → GL2(E) est
ge´ome´trique de conducteur 1 et de poids (0, 0), elle est partout non ramifie´e,
donc triviale. Il est possible que l’on puisse de de´barrasser dans le the´ore`me de
l’hypothe`se p ≥ 7 par les me´thodes de Fontaine et Abrashkin.
Le coeur de la preuve est au 2.4. la construction d’une repre´sentation q-
adique, q nombre premier 6= p, qui est potentiellement compatible a` ρ. Cette
construction repose sur le the´ore`me de Taylor et un petit comple´ment a` ce
the´ore`me (prop. 4). On conclut graˆce aux the´ore`mes de Fontaine et Abrashkin.
Le 2.1. et le 2.2 sont des pre´liminaires. Dans le 3, nous donnons une application
aux groupes p-divisibles sur Z. Dans le 4, nous prouvons que des repre´sentations
p-adiques ge´ome´triques de conducteur 1 de bas poids n’existent pas, sous une
hypothe`se d’ordinarite´ en 3 : nous utilisons un the´ore`me de Serre ([16] : Oeuvres,
vol 3 p. 710 ) au lieu des the´ore`mes de Fontaine et Abrashkin et un the´ore`me
de Skinner et Wiles ([18]).
Je voudrais remercier Henri Carayol pour avoir re´pondu a` mes multiples
questions. Je voudrais aussi remercier Laurent Berger, Christophe Breuil, Mladen
Dimitrov, Jean-Marc Fontaine, Eknath Ghate, Bernadette Perrin-Riou et Jacques
Tilouine pour des conversations utiles. Alors que je terminais la re´daction de
ce papier, Christophe Breuil m’a signale´ une pre´publication de Luis Dieulefait
avec des re´sultats similaires aux notres ([7]).
2 Preuve du the´ore`me 1.
2.1 Repre´sentations de Hodge-Tate de GQp.
Soit Qp une cloˆture alge´brique de Qp ; de´signons par GQp le groupe de Galois
de Qp/Qp et par Cp le comple´te´ de Qp.
2.1.1 Poids des repre´sentations de Hodge-Tate de GQp .
Si G′ est un sous-groupe ouvert de GQp et W un Cp-espace vectoriel de di-
mension finie muni d’une action semi-line´aire et continue de G′, W admet une
de´composition de Hodge-Tate si l’on a :
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W = ⊕i∈Z(Cp ⊗
Qp
G′ W (−i)G′),
W (−i) e´tant W muni de l’action de G′ tordue par χ−ip ([21]). Les poids de
Hodge-Tate de W sont alors les entiers i tels que W (−i)G′ 6= (0), compte´s avec
la multiplicite´ dim
Qp
G′ (W (−i)G′).
Soit U un E-espace vectoriel de dimension finie d. Soit ρ : G′ → GLE(U)
une repre´sentation p-adique a` coefficients dans E. On suppose que ρ est de
Hodge-Tate i.e.que W = Cp ⊗Qp U , muni de l’action de G′ produit tensoriel,
admet une de´composition de Hodge-Tate. Notons (λ,w) 7→ [λ]w, pour λ ∈ E
et w ∈ W , l’action de E sur W induite par celle de E sur U . Notons P (E,Qp)
l’ensemble des plongements de E dans Qp. Pour ι ∈ P (E,Qp), notons Wι le
sous-espace vectoriel de W forme´ des w ∈W ve´rifiant [λ]w = ι(λ)w. On a donc
:
W = ⊕P (E,Qp)Wι.
Un sous-espace vectoriel de W stable par G′ admet une de´composition de
Hodge-Tate (cf par exemple exp. 3 de [1]). Il en re´sulte que chacun des Wι
admet une de´composition de Hodge-Tate. On appelle type de Hodge-Tate de ρ
l’application de l’ensemble P (E,Qp) dans les familles de d entiers qui a` ι associe
les poids de Hodge-Tate de Cp ⊗ι,E U . La proposition suivante est bien connue
:
Proposition 1 On suppose G′ = GQp . Alors, le type de Hodge-Tate de ρ est
constant : les poids de Hodge-Tate de Cp ⊗ι,E U ne de´pendent pas de ι.
On appelle poids de Hodge-Tate de la repre´sentation p-adique ρ de GQp a`
coefficients dans E les poids de Hodge-Tate de Cp ⊗ι,E U , pour un ι (compte´s
avec leurs multiplicite´s dans Cp ⊗ι,E U).
Preuve de la proposition. Reprenons les notations ci-dessus. Soit σ ∈ GQp .
Comme, si w ∈ Wι :
[λ](σw) = σ([λ]w) = σ(ι(λ)w) = (σι)(λ)σ(w),
on voit que σ de´finit une bijection de Wι sur Wσι. Soit G
′′ le sous-groupe
ouvert de GQp qui fixe le sous-corps de Qp engendre´ par les ι(E). Le groupe G
′′
agit sur Wι et Wσι. Notons int(σ
−1)(Wι) le Cp-espace vectoriel Wι, muni de
l’action de G′′ de´finie par (τ, w) 7→ σ−1τσ(w). Alors, σ induit un isomorphime
des Cp-espaces vectoriels munis des actions semi-line´aires de G
′′ :
Cp ⊗σ,Cp int(σ−1)(Wι) ≃Wσι.
Comme Cp⊗σ,Cp int(σ−1)(Wι) a les meˆmes poids de Hodge-Tate que Wι, la
proposition en re´sulte.✷
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2.1.2 Le cas des caracte`res.
Proposition 2 Soit η : GQ → E∗ un caracte`re continu de GQ. On suppose
que η est non ramifie´ en dehors de p et que la repre´sentation p-adique E(η) de
dimension 1 qu’il de´finit est cristalline en p. Alors, il existe un entier i ∈ Z tel
que η soit le compose´ de χip : GQ → Q∗p avec l’inclusion Q∗p →֒ E∗.
De´monstration.Soit i le poids de Hodge-Tate deE(η) (cf proposition pre´ce´dente).
La repre´sentation E(ηχ−ip ) est non ramifie´e partout, donc triviale.✷
Corollaire 1 Soit ρ : GQ → GL2(E) une repre´sentation ge´ome´trique de con-
ducteur 1 et de poids de Hodge-Tate (0, k − 1). On a det(ρ) = χk−1p .
2.2 Le cas des repre´sentations potentiellement abe´liennes.
Proposition 3 Soit ρ : GQ → GLd(E) une repre´sentation p-adique qui est
irre´ductible, ge´ome´trique de conducteur 1 et qui est potentiellement abe´lienne :
il existe L ⊂ Q extension finie de Q telle que la restriction de ρ au groupe de
Galois GL ait une image abe´lienne. Alors, d = 1 et ρ est isomorphe a` E(j),
pour un entier j.
Prouvons tout d’abord le lemme :
Lemme 1 Soit η : GQ → GLd′(Qp) une repre´sentation p-adique ge´ome´trique
de conducteur 1. Alors, l’adhe´rence de Zariski de l’image de η est connexe.
Preuve du lemme. CommeQ n’a pas d’extension partout non ramifie´e, η(GQ)
est engendre´e par les images des sous-groupes d’inertie au dessus de p. Comme
ρ est cristalline en p, ces images ont une adhe´rence de Zariski connexe (prop.
3.8.4. de [8]). Le lemme en re´sulte.
Remarque. Le lemme vaut si η est seulement suppose´e non ramifie´e hors de
p et semi-stable en p.
Prouvons la proposition. Soit η la repre´sentation ρ vue comme repre´sentation
dans GLd[E:Qp](Qp). Soient H l’adhe´rence de Zariski de l’image de η et H
0 sa
composante neutre. Comme η est semi-simple et potentiellement abe´lienne, H0
est un tore. Le lemme dit que H = H0, donc η est abe´lienne. Elle est locale-
ment alge´brique au sens de Serre (3.1. de [17]). Comme elle est de conducteur
1, elle provient d’une repre´sentation du groupe de type multiplicatif SQ,1, relatif
a` Q et de conducteur 1 (2 de [17]). Le SQ,1 est re´duit a` Gm, la repre´sentation
GQ → Q∗p e´tant donne´e par le caracte`re cyclotomique. Comme η est obtenue
en composant cette repre´sentation avec une repre´sentation de Gm, on voit que
η est somme de Qp(j). La proposition en re´sulte.✷
2.3 Le the´ore`me de Taylor.
2.3.1 Enonce´.
Dans [24] et [23], Taylor prouve :
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The´ore`me 2 On suppose p > 3. Soit k un entier. Soit ρ : GQ → GL2(E)
une repre´sentation p-adique absolument irre´ductible , impaire, non ramifie´e en
dehors d’un ensemble fini S de premiers, et cristalline en p de poids de Hodge-
Tate (0, k−1). On suppose que 2 ≤ k ≤ (p+1)/2. Alors, il existe une extension
finie F ⊂ Q de Q totalement re´elle, galoisienne, non ramifie´e en p, et une
repre´sentation alge´brique cuspidale re´gulie`re π de GL2(AF ) de poids k, non
ramifie´e en les premiers de F au dessus de p, et un plongement i du corps de
rationalite´ E(π) de π dans E tels que la restriction de ρ a` F soit isomorphe a`
ρπ,i.
Remarque. R Taylor prouve un e´nonce´ plus ge´ne´ral ou` l’hypothe`se 2 ≤ k ≤
(p+ 1)/2 est remplace´e par 2 ≤ k ≤ p− 1 avec des hypothe`ses d’irre´ductibilite´
de la restriction de la re´duction de ρ au corps quadratique non ramifie´ en dehors
de p (th. 6.1. de [23]).
2.3.2 Comple´ment.
Nous avons besoin du comple´ment suivant :
Proposition 4 Soient l1, . . . , lr des premiers 6= p et n’appartenant pas a` S.
Alors, on peut supposer F non ramifie´ au dessus de l1, . . . , lr.
Preuve. On reprend la preuve de Taylor.
Soit ρ une re´duction de ρ. Si ρ n’est pas irre´ductible ou que ρ est irre´ductible
a` image re´soluble et que la restriction de ρ au groupe d’inertie Ip en p a des
caracte`res de niveau 1, le the´ore`me de Taylor est vrai avec F = Q d’apre`s
Skinner et Wiles puisque ρ est Dp distingue´e et ρ ordinaire ([18],[19], [20]).
Supposons que ρ a une image qui n’est pas re´soluble et que la restriction
de ρ a` Ip a des caracte`res de niveau 1. On est alors dans le cas de [24]. Dans
[24], la repre´sentation ρ est une repre´sentation ℓ-adique (et pas p-adique), et
pour la suite de cette preuve, nous reprenons la notation de Taylor. La preuve
de Taylor utilise un premier p (p. 131) choisi par application du the´ore`me de
Chebotarev et en dehors d’un ensemble fini de premiers ; on peut supposer p
distinct des li.
Dans le lemme 1.1. de [24], si on suppose L non ramifie´ au-dessus des li, S
ne contenant pas de premiers de K de caracte´ristique re´siduelle l’un des ℓi, et
le caracte`re φ non ramifie´ en les premiers de K au dessus des li, on peut choisir
le caracte`re Ψ non ramifie´ en les premiers de L au dessus des li. En effet, p.
132 l.1 de [24], on peut choisir Ψ0 non ramifie´ en les li (en fait, non ramifie´ hors
des premiers de L au dessus de p). Pre´cisons le choix du Ψ0 l. 13. On ajoute
a` T les places au dessus des li et on de´finit pour ces places x comme caracte`re
Ψx le caracte`re trivial. La fin de la preuve du lemme reste la meˆme.
Dans l’application du the´ore`me de Moret-Bailly p. 136 (th. 1.3. de [13]
partie 2), on peut imposer que le corps E est non ramifie´ en les li. En effet, il
existe une varie´te´ abe´lienne A sur Q avec multplication par OM et de dimension
[M : Q], principalement polarise´e du type HBAV (p. 133) et qui a bonne
re´duction en les li : prendre une courbe elliptique ayant bonne re´duction en
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les li et tensoriser par OM (cf lemme 1.4. de [24]). Les structures de niveau
de´finissant le sche´ma de module X p. 136 sont non ramifie´es en les li. La varie´te´
abe´lienne A fournit donc un point de X a` valeurs dans une extension finie Lli
non ramifie´e convenable de Qli . On en de´duit la proposition dans le cas de [24].
Passons au cas ou` l’inertie en p agit sur ρ par des caracte`res de niveau 2
([23]). On choisit :
- p. 29 (de [23]), le corps quadratique imaginaire M non ramifie´ en les li ;
- p. 30, χ0 non ramifie´ en les li ; pi, i = 1, 2 distincts des li ;
- dans le lemme 4.3., χ non ramifie´ en les li comme on l’a fait dans le lemme
1.1. de [24].
Alors, le caracte`re χλ de´fini p. 32 l. -13, -9 (pour x = λ) est non ramifie´
en les li. Les espaces de modules Xρ et XDih deviennent isomorphes sur une
extension non ramifie´e des Qli . On a donc un point de Xρ rationnel sur un
corps F satisfaisant aux conclusions du the´ore`me de Taylor et qui de plus est
non ramifie´ en les li. Cela prouve le comple´ment.✷
2.3.3 Le corps E(ρ).
La proposition suivante est une conse´quence imme´diate du the´ore`me de Taylor.
Proposition 5 Soit ρ comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me de Taylor. Alors,
il existe une extension finie E(ρ) de Q contenue dans E caracte´rise´e par la
proprie´te´ suivante :
- il existe une extension finie L0 de Q contenue dans Q telle que, pour L
extension finie de L0 contenue dans Q, E(ρ) soit le sous-corps de E engendre´
par les coefficients des polynoˆmes caracte´ristiques des ρ(FrobL), pour L premier
de L premier aux e´le´ments de S ∪ {p}.
Pour F , π, E(π) et i comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me de Taylor, i(E(π))
contient E(ρ).
Preuve de la proposition. Soient F , π, E(π) et i comme dans l’e´nonce´ du
the´ore`me de Taylor. Alors, pour L extension finie de F contenue dans Q, et L
premier de L qui n’est pas au dessus d’un premier de S ∪ {p}, les coefficients
des polynoˆmes caracte´ristiques de ρ(FrobL) appartiennent a` i(E(π)). Notons
EL le sous-corps de i(E(π)) qu’ils engendrent. On pose : E(ρ) = ∩LEL. La
proposition re´sulte imme´diatement de ce que, pour L ⊂ L′, on a EL′ ⊂ EL.✷
2.4 Construction d’une repre´sentation q-adique.
Proposition 6 Supposons p > 3. Soit ρ : GQ → GL2(E) une repre´sentation
p-adique absolument irre´ductible, ge´ome´trique de conducteur 1 et de poids de
Hodge-Tate (0, k−1). On suppose k pair (ou, ce qui est e´quivalent, ρ impaire, cf
corollaire 1. On suppose que 2 ≤ k ≤ (p+1)/2. Soient q un nombre premier 6= 2,
Qq une cloˆture alge´brique du corps des nombres q-adiques, et iq un plongement
du corps E(ρ) (2.3.3) dans Qq. Alors, il existe une extension finie Eq de Qq
contenant iq(Eρ) et une repre´sentation q-adique ρq : GQ → GL2(Eq) qui ve´rifie
les deux proprie´te´s suivantes :
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- la restriction de ρq a` tout sous-groupe ouvert de GQ est absolument irre´ductible
(autrement dit ρq n’est pas potentiellement abe´lienne) , ρq est impaire, ge´ome´trique
de conducteur 1 et de poids de Hodge-Tate (0, k − 1) ;
- il existe L extension finie de Q contenue dans Q telle que pour L premier de
L qui n’est pas au-dessus de {p, q}, les coefficients tr(ρ(FrobL)) et det(ρ(FrobL))
du polynoˆme caracte´ristique de ρ(FrobL) appartiennent a` E(ρ) et que l’on ait :
tr(ρq(FrobL)) = iq(tr(ρ(FrobL))), det(ρq(FrobL)) = iq(det(ρ(FrobL))).
Preuve de la proposition. Soit ρ comme dans l’e´nonce´ de la proposition.
Lemme 2 Pour toute extension finie L de Q contenue dans Q, la restriction
ρ|GL de ρ au groupe de Galois GL de Q/L est absolument irre´ductible.
Preuve du lemme. Soit L une extension finie de Q contenue dans Q. La
repre´sentation ρ|GL est semi-simple. Comme elle est de dimension 2, elle est soit
absolument irre´ductible, soit son image est abe´lienne. Comme ρ est absolument
irre´ductible, ge´ome´trique de conducteur 1, le deuxie`me cas est exclus par la
proposition 3. Le lemme en re´sulte.
Soit ℓ un nombre premier 6= p. Appliquons le the´ore`me de Taylor (th 2) et
son comple´ment (prop. 4) avec {ℓ}, ce qui est possible puisque ρ de conducteur
1 est non ramifie´e en ℓ. Soient donc F {ℓ} un corps totalement re´el non ramifie´
au dessus de ℓ, π{ℓ} une repre´sentation cuspidale de GL2(AF{ℓ}), i
{ℓ} un plonge-
ment du corps des coefficients E(π{ℓ}) de π{ℓ} dans E tels que la restriction de
ρ a` GF{ℓ} soit isomorphe a` ρπ{ℓ},i{ℓ} .
Comme i{ℓ}(E(π{ℓ})) contient les coefficients des polynoˆmes caracte´ristiques
des ρ(FrobL) pour L premier de F {ℓ} qui n’est pas au-dessus de p, il re´sulte de la
proposition 5 que le corps E(ρ) est contenu dans i{ℓ}(E(π{ℓ})). Choisissons un
plongement i{ℓ}q de E(π
{ℓ}) dansQq qui prolonge iq, conside´re´ comme un plonge-
ment de i−1(E(ρ)) dans Qq via i. Notons E
{ℓ}
q l’adhe´rence de i
{ℓ}
q (E(π{ℓ})) dans
Qq. Soit ρ
{ℓ}
q : GF{ℓ} → GL2(E{ℓ}q ) la repre´sentation associe´e a` π{ℓ} et i{ℓ}q par
Taylor dans [22].
Soit τ ∈ GQ. Notons int(τ)(ρ{ℓ}q ) la repre´sentation q-adique de GF{ℓ} con-
jugue´e de ρ
{ℓ}
q par τ . Dans la repre´sentation int(τ)(ρ
{ℓ}
q ), le groupe de Ga-
lois GF{ℓ} agit donc sur le meˆme espace vectoriel E
{ℓ}
q ⊕ E{ℓ}q que dans la
repre´sentation ρ
{ℓ}
q , mais par σ 7→ ρ{ℓ}q (τστ−1).
Lemme 3 La repre´sentation int(τ)(ρ
{ℓ}
q ) est isomorphe a` ρ
{ℓ}
q : il existe gτ ∈
GL2(E
{ℓ}
q ) tel que, pour tout σ ∈ GF{ℓ} :
ρ{ℓ}q (τστ
−1) = gτρ
{ℓ}
q (σ)g
−1
τ .
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Preuve. La repre´sentation galoisienne int(τ)(ρ
{ℓ}
q ) est associe´e a` la repre´sentation
automorphe τπ{ℓ} obtenue en composant π{ℓ} avec l’automorphisme de GL2(AF{ℓ})
de´fini par τ et au plongement i du corps de de´finition E(τπ{ℓ}) de τπ{ℓ} (claire-
ment E(τπ{ℓ}) = E(π{ℓ})). La repre´sentation p-adique associe´e a` τπ{ℓ} est
la repre´sentation conjugue´e int(τ)(ρF{ℓ}) de la restriction ρF{ℓ} de ρ a` GF{ℓ} .
La repre´sentation int(τ)(ρF{ℓ}) est isomorphe a` ρF{ℓ} . En effet, pour tout
σ ∈ GF{ℓ} :
int(τ)(ρF{ℓ}(σ)) = ρ(τ)ρF{ℓ}(σ)ρ(τ)
−1 .
Il re´sulte alors du the´ore`me de multiplicite´ 1 fort ([15]) que τπ{ℓ} est iso-
morphe a` π{ℓ}. On en de´duit le lemme.
Lemme 4 Pour toute extension finie L de F {ℓ} contenue dans Q, la restriction
de ρ
{ℓ}
q a` GL est absolument irre´ductible.
Preuve. Soit L une extension finie de F {ℓ} contenue dans Q. Soit (ρ
{ℓ}
q )|GL
est absolument irre´ductible, soit sa semi-simplifie´e a une image abe´lienne. Le
second cas est exclus. En effet, les repre´sentations p-adiques et q-adiques ρ|GL et
(ρ
{ℓ}
q )|GL sont compatibles (1.2.3. de [17]). Si (ρ
{ℓ}
q )|GL a une image abe´lienne,
il re´sulte du corollaire 1 du th. 2 du 2.3. de [17] que la restriction de ρ a` GL a
aussi une image abe´lienne. Ce n’est pas le cas (proposition 2.2). Le lemme est
prouve´.
En particulier, la repe´sentation ρ
{ℓ}
q est absolument irre´ductible. Si gτ est
comme dans le lemme 3, il en re´sulte que l’image gτ de gτ dans PGL2(E
{ℓ}
q ) ne
de´pend pas du choix de gτ . On voit alors que τ 7→ gτ est une repre´sentation
projective de GQ. On la note ρ
{ℓ}
q,proj.
Lemme 5 La restriction de ρ
{ℓ}
q,proj a` GF{ℓ} est le compose´ de ρ
{ℓ}
q avec la pro-
jection GL2(E
{ℓ}
q ) → PGL2(E{ℓ}q ). La repre´sentation ρ{ℓ}q,proj ne de´pend pas du
choix de ℓ : plus pre´cise´ment, si ℓ1 est un premier 6= p, et si E{ℓ,ℓ1}q est le com-
pose´ dans Qq des corps E
{ℓ}
q et E
{ℓ1}
q , il existe un unique g ∈ PGL2(E{ℓ,ℓ1}q ) tel
que ρ
{ℓ1}
q,proj = int(g)(ρ
{ℓ}
q,proj).
Preuve. La premie`re partie du lemme est claire.
Prouvons la seconde partie. Soit ℓ1 un premier premiers 6= p. Soit L une
extension galoisienne finie de Q contenue dans Q contenant F {ℓ} et F {ℓ1}, et
telle que les coefficients des polynoˆmes caracte´ristiques des ρ(FrobL), pour L
premier de L premier a` p, soit contenus dans E(ρ). Les restrictions de ρ
{ℓ}
q et
ρ
{ℓ1}
q a` GL sont absolument irre´ductibles (lemme pre´ce´dent). Elles ont meˆme
caracte`re puisque, pour L premier de L premier a` ℓ, ℓ1 et p :
tr(ρ{ℓ}q (FrobL)) = tr(ρ
{ℓ1}
q (FrobL)) = iq(tr(ρ(FrobL))).
9
Elles sont donc isomorphes et il existe un unique g ∈ PGL2(E{ℓ,ℓ1}q ) tel que
:
(ρ{ℓ1}q )|GL = int(g)(ρ
{ℓ}
q )|GL .
Notons η cette repre´sentation de GL. Soit τ ∈ GQ. Posons g0 = ρ{ℓ1}q,proj(τ)
et g1 = int(g)(ρ
{ℓ}
q,proj(τ)). Pour i = 0, 1, gi ve´rifie, pour tout σ ∈ GL :
int(gi)(η(σ)) = η(int(τ)(σ)).
Comme ceci caracte´rise gi, on a g0 = g1, ce qui prouve le lemme.
On choisit ℓ 6= p et on on pose ρq,proj = ρ{ℓ}q,proj. On pose Eq = E{ℓ}q . Donc
ρq,proj est a` valeurs dans PGL2(Eq). Pour tout ℓ1 6= p, on identifie ρ{ℓ}q,proj a`
ρq,proj graˆce au lemme pre´ce´dent.
Lemme 6 La repre´sentation ρq,proj est non ramifie´e en dehors de q. Soit
Iq ⊂ GQ un sous-groupe d’inertie en q ; comme F {q} est non ramifie´ en q,
Iq s’identifie a` un sous-groupe de GF{q} . La restriction de ρq,proj a` Iq co¨ıncide
a` un automorphisme inte´rieur pre`s avec le compose´ de (ρ
{q}
q )|Iq avec la projec-
tion GL2(Eq)→ PGL2(Eq). Si q 6= 2, la repre´sentation (ρ{q}q )|Iq est cristalline
de type de Hodge-Tate constant (0, k − 1) (prop. 2.1).
Preuve. Si q = p, la proposition est claire. On suppose q 6= p.
Soit ℓ1 un premier 6= p. Comme ρ est non ramifie´e en dehors de p, il re´sulte
d’un the´ore`me de H Carayol ([6]) comple´te´ par R Taylor (introduction de [22])
que la repre´sentation automorphe π{ℓ1} est non ramifie´e en ℓ1. Si ℓ1 6= q, on
voit que ρ
{ℓ1}
q est non ramifie´e en ℓ1. Comme F
{ℓ1} est non ramifie´ en ℓ1, ρq,proj
est non ramifie´e en ℓ1 (ℓ1 6= p, q). Elle est aussi non ramifie´e en p car π{ℓ} et
F {ℓ} le sont (th. 2) et que l’on a suppose´ q 6= p. On a donc prouve´ que ρq,proj
est non ramifie´e en dehors de q.
Comme ρ est non ramifie´e en q, π{q} est non ramifie´e en q. Comme F {q} est
non ramifie´ en q et que q 6= 2, il re´sulte de C Breuil ([5]) que la restriction de
ρ
{q}
q a` un sous-groupe d’inertie en un premier de F {q} au dessus de q est limite
q-adique de repre´sentations cristallines de poids de Hodge-Tate ∈ {0, k − 1}.
Il re´sulte de L Berger ([4]) que ρ
{q}
q est cristalline de poids de Hodge-Tate
∈ {0, k− 1}. Comme le caracte`re de Dirichlet de la forme modulaire de Hilbert
associe´e a` π{q} est trivial, le de´terminant de ρ
{q}
q est la restriction de χk−1q a`
GF{q} . On voit alors que le type de ρ
{q}
q est bien constant e´gal a` (0, k−1). Ceci
ache`ve la preuve du lemme.✷
Notons Oq l’anneau de valuation de Eq. L’image de ρq,proj est compacte.
Les sous-groupes compacts maximaux de PGL2(Eq) sont les images des sous-
groupes du type GL(T ), pour T ⊂ (Eq)2 un Oq-re´seau. Apre`s conjugaison, on
peut supposer que l’image de ρq,proj est contenue dans PGL2(Oq).
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Lemme 7 La repre´sentation ρq,proj : GQ → PGL2(Oq) se rele`ve en une repre´sentation
ρq : GQ → GL2(Eq) qui est irre´ductible, non ramifie´e en dehors de q, et si q 6= 2
cristalline en q de poids de Hodge-Tate (0, k − 1).
Preuve du lemme. Notons d le morphisme PGL2(Oq)→ O∗q/(O∗q)2 de´fini par
le de´terminant. Notons G le sous-groupe de PGL2(Oq) × O∗q forme´ des (g, λ)
tels que d(g) = λ mod(O∗q )
2. On a la suite exacte :
(1) : 1→ {±1} → GL2(Oq)→ G→ 1.
Notons kq le corps re´siduel de Oq. De meˆme, le de´terminant de´finit un
morphisme d : PGL2(kq)→ k∗q/(k∗q )2. Notons G le sous-groupe de PGL2(kq)×
k∗q forme´ des (g, λ) tels que d(g) = λ mod(F
∗
q)
2. On a la suite exacte :
(1) : 1→ {±1} → GL2(kq)→ G→ 1.
Comme q 6= 2, la suite exacte (1) est le “pull-back” de la suite (1). La
repre´sentation γ :
ρq,proj × χk−1q : GQ → PGL2(Oq)×O∗q
est a` valeurs dans G. Soit en effet δ : GQ → k∗q/(k∗q)2 le compose´ de γ avec
(g, λ) 7→ d(g)λ−1. Comme γ est non ramifie´ en dehors de q, le caracte`re δ est
non ramifie´ en dehors de q. Il est aussi non ramifie´ en q. En effet, le lemme
pre´ce´dent entraˆıne que la restriction de δ a` Iq est triviale. On voit que δ est non
ramifie´ partout, donc trivial et γ est bien a` valeurs dans G.
Par re´duction modulo q, on obtient une repre´sentation γ de GQ dans G.
L’obstruction a` relever γ en une repre´sentation GQ → GL2(kq) est un e´le´ment
o(γ) dans le groupe Br(Q)2 des e´le´ments tue´s par 2 du groupe de Brauer Br(Q).
Cette obstruction ve´rifie le principe de Hasse. Pour chaque premier ℓ, la
composante locale o(γ)ℓ est l’obstruction a` relever la restriction de γ a` un sous-
groupe de de´composition en ℓ. Si ℓ 6= q, elle est nulle car γ est non ramifie´e en
ℓ.
L’obstruction o(γ)q est aussi nulle. Soit en effet Iq ⊂ GQ un sous-groupe
d’inertie en q. La restriction de ρ
{q}
q : GF{q} → GL2(Eq) a` Iq est un rele`vement
de la restriction de γ a` Iq. Il est cristallin. L’unicite´ de ce rele`vement cristallin
entraˆıne alors qu’il se prolonge au sous-groupe de de´composition en q (proposi-
tion 1.2. de [26]).
On a donc que les composantes locales o(γ)ℓ, pour ℓ premier de Q, sont
nulles. C’est donc que o(γ) est nulle. La repre´sentation γ se rele`ve en une
repre´sentationGQ → GL2(Fq). Il en re´sulte que γ se rele`ve en une repre´sentation
γ̂ : GQ → GL2(Oq) qui est non ramifie´e en dehors d’un ensemble fini S de
nombres premiers. De plus, pour chaque premier ℓ ∈ S, si Iℓ ⊂ GQ est un
sous-groupe d’inertie en ℓ, il existe un caracte`re ηℓ : Iℓ → {±1} qui est tel
que γ̂|Iℓηℓ soit non ramifie´e si ℓ 6= q, et cristalline si ℓ = q. Pour ℓ 6= 2, soit
Lℓ = Q(
√
ǫℓℓ), ǫℓ = (−1)l−1/2. Le corps quadratique Lℓ est ramifie´e seulement
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en ℓ et Iℓ → Gal(Lℓ/Q) identifie Gal(Lℓ/Q) avec le plus grand quotient de Iℓ
qui est un groupe abe´lien tue´ par 2. Soit de meˆme, L2 = Q(
√
2, i) ; L2 est
non ramifie´ en dehors de 2 et I2 → Gal(L2/Q) identifie Gal(L2/Q) avec le plus
grand quotient de I2 qui est un groupe abe´lien tue´ par 2. On voit alors qu’il
existe un caracte`re η : GQ → {±1} qui est tel que γ̂η soit non ramifie´ en dehors
de q et cristalline en q.
Posons ρq = γ̂η ; ρq est donc ge´ome´trique de conducteur 1. Soit ℓ un
nombre premier 6= p. Il existe un caracte`re a` image finie η de GF{ℓ} tel que la
restriction de ρq a` GF{ℓ} co¨ıncide avec la repre´sentation obtenue a` partir de ρ
{ℓ}
q
par torsion par le caracte`re η. Il en re´sulte que ρq est impaire. Il re´sulte aussi du
lemme 4 que la restriction de ρq a` tout sous-groupe ouvert de GQ est absolument
irre´ductible. Enfin, la proprie´te´ de compatibilite´ avec ρ de la proposition est
ve´rifie´e pour L correspondant au noyau de η. La proposition est prouve´e.
2.5 Conclusion de la de´monstration du the´ore`me 1.
.
Soit donc ρ une repre´sentation p-adique ge´ome´trique de conducteur 1 et de
poids (0, k), k = 2, ou k = 4 et p ≥ 7.
Supposons tout d’abord p > 3. Supposons ρ irre´ductible. Il re´sulte de la
proposition 3 que ρ n’est pas potentiellement abe´lienne. On applique alors la
proposition 6 avec q = 7. JM Fontaine a prouve´ qu’une repre´sentation p-adique
ρ de GQ dans un Qp-espace vectoriel de dimension finie arbitraire, qui est non
ramifie´e en dehors de p et cristalline en p a` poids de Hodge-Tate dans l’intervalle
[0, h] est extensions de Qp(i) sous l’une ou l’autre des deux hypothe`ses suivantes
:
- h = 1 et 2 < p ≤ 17 ([9]);
- h = 3 et p = 7 ([10]).
V Abrashkin a donne´ inde´pendamment de JM Fontaine une de´monstration
du cas k = 2 qui marche aussi pour p = 2 ([2]). On voit donc que ρ7 en fait
n’existe pas. Donc ρ n’est pas irre´ductible.
Si k = 2 et p = 2, 3, les the´ore`mes de Fontaine et Abrashkin donnent di-
rectement que ρ est re´ductible.
On voit donc que ρ est re´ductible. Les re´sultats de Soule´ cite´s dans l’introduction
entraˆınent alors le the´ore`me.
3 Application aux groupes p-divisibles.
Corollaire 2 Soit Γ un groupe p-divisible sur Z. Soient OE l’anneau des entiers
de E et O ⊂ OE un ordre de OE. Soit n le degre´ de E/Qp. On suppose que
Γ est de hauteur 2n et que l’on a un plongement de O dans End(Γ). Alors, Γ
est isoge`ne a` une somme directe de deux groupes p-divisibles Γ1 et Γ2, Γ1 et
Γ2 e´tant isomorphes soit au groupe constant E/OE ou a` son dual de Cartier
OE ⊗ µp∞ .
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De´monstration du corollaire. Soient T le module de Tate de Γ et U =
Qp ⊗Zp T . La repre´sentation ρ(Γ) de GQ dans U est non ramifie´e en dehors de
p et cristalline de poids (0, 0), (0, 1) ou (1, 1). Si les poids sont (0, 0), ρ(Γ) est
triviale. Si elle est de poids (1, 1), la repre´sentation tordue U(−1) l’est. Si elle
est de poids 0 et 1, le the´ore`me entraˆıne qu’elle est isomorphe a` E⊕E(1). Ceci
prouve le corollaire, puisque ρ(Γ) de´termine Γ a` isoge´nie pre`s ([21]).
4 Repre´sentations ge´ome´triques de conducteur
1 de bas poids ordinaires en 3.
Proposition 7 Soient p un premier > 2 et k un entier ve´rifiant 2 ≤ k ≤
(p+ 1)/2. Il n’existe pas de repre´sentations ρ : GQ → GL2(E) qui soit impaire,
irre´ductible, ge´ome´trique de conducteur 1 et de poids k, et qui ve´rifie l’hypothe`se
d’ordinarite´ en 3 suivante :
- il existe un plongement i3 : E(ρ) →֒ Q3 et une valeur propre λ de ρ(Frob3)
telle que i3 ◦ i−1(λ) soit une unite´ 3-adique (pour la de´finition de E(ρ), voir
2.3.3).
Preuve. Soit ρ comme dans l’e´nonce´ de la proposition. On applique la
proposition 6 avec q = 3 et i3: on obtient la repre´sentation 3-adique ρ3. Soit
ρ3 une re´duction de ρ3. Elle est non ramifie´e hors de 3. Elle est impaire. Un
the´ore`me de Serre dit alors que sa semi-simplifie´e est isomorphe a` 1⊕χ3 (p. 710
de [16]). Un the´ore`me de Wiles dit que l’hypothe`se d’ordinarite´ en 3 entraˆıne
que la restriction de ρ3 au groupe d’inertie en 3 est du type :(
χk−13 ∗
0 1
)
,
(th. 2 de [25]). Un the´ore`me de Skinner et Wiles donne la modularite´ de
ρ3 ([18]). La the´orie de Hida dit alors que ρ3 n’existe pas ( 7.6. de [12]). La
repre´sentation ρ3 proviendrait d’une forme parabolique f de niveau 1 ordinaire
en 3, qui serait une spe´cialisation d’une famille de Hida, dont la spe´cialisation
en poids 2 serait une forme parabolique de poids 2 pour Γ0(3). Une telle forme
n’existe pas.
Remarque. Si l’on connaissait le the´ore`me de Skinner et Wiles sans l’hypothe`se
d’ordinarite´ de l’action de I3 sur la repre´sentation 3-adique, on aurait la mod-
ularite´ de ρ sans l’hypothe`se d’ordinarite´ en 3 de ρ.
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